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O modelo de percolação independente de elos em Zd define-se usando uma

famı́lia de v.a. i.i.d. (Xe)e∈E(Zd ), com distribuição comum Xe ∼ Bernoulli(p).

Lembrete!

(canal aberto)

Xe = 1

e



Posśıvel realização do modelo em Z2

p = 0, 10

¿Existe un camino infinito de aristas abiertas atravesando el grafo?



Posśıvel realização do modelo em Z2

p = 0, 25

¿Existe un camino infinito de aristas abiertas atravesando el grafo?



Posśıvel realização do modelo em Z2

p = 0, 40

¿Existe un camino infinito de aristas abiertas atravesando el grafo?



Posśıvel realização do modelo em Z2

p = 0, 50

Existe um caminho infinito de elos abertos atravessando o grafo?



Transição de fase

O evento {|C| =∞} chama-se percolação.

Teorema 1
Seja θ(p, d) = P(|C| =∞). Para d ≥ 2, existe um valor cŕıtico

pc(d) ∈ (0, 1)

tal que

i. θ(p, d) = 0 se p < pc(d).

ii. θ(p, d) > 0 se p > pc(d).

[ ]
0 1pc(d)

θ(p, d) = 0

θ(p, d) > 0



Sobre a prova

A prova é separada en três partes:

1. Definir: pc(d) := inf{p ∈ [0, 1] : θ(p, d) > 0}.

Uma vez definido, garantir que pc(d) ∈ (0, 1).

2. Para isto encontramos um limitante inferior positivo de pc(d)

3. e um limitante superior que seja menor que 1.

pc(1) = 1, pc(2) = 1/2, pc(d) ∼ 1/2d.

Observação

Ref.: Notas em Percolação, Luiz R. Fontes (IME-USP), 1996.
Disponible en: https://www.ime.usp.br/~lrenato

Ref.: Kesten, H. (2006). What Is . . . Percolation?,

Notices Amer. Math. Soc. 53 n.5, 572-573.

https://www.ime.usp.br/~lrenato


Modelo de percolação orientada

O modelo de percolação orientada em Zd define-se em
−→
Z d usando

uma famı́lia de v.a. i.i.d. (Xe)
e∈E(

−→Z d )
, com distribuição comum

Xe ∼ Bernoulli(p).

(canal aberto)

Xe = 1

e

Elos na direção:



−→
C

0



−→
C

0



Transição de fase

Teorema 2
Para cada d ≥ 2 sejam

−→
θ (p, d) := P(|

−→
C | =∞)

e
−→p c(d) := sup{p ≥ 0 :

−→
θ (p, d) = 0}.

Então, para todo d ≥ 2, −→p c(d) ∈ (0, 1).

[ ]
0 1−→p c(d)

−→
θ (p, d) = 0

−→
θ (p, d) > 0

Prova. Ver Teorema 3.17 (Probability on Graphs de Grimmett).



Modelo de percolação de śıtios

O modelo de percolação de śıtios em Zd define-se usando uma famı́lia
de v.a. i.i.d. (Xv )v∈Zd , com distribuição comum Xv ∼ Bernoulli(p).

(vértice aberto)

Xv = 1

v



C

0



Transição de fase: os modelos em grafos

Para um grafo qualquer conexo com infinitos vértices podemos definir
os modelos de percolação de elos e de śıtios. Para isto, identificamos
um vértice qualquer de G e o chamamos de origem, denotamos 0, e
usamos a notação Celos e C śıtios para os aglomerados de 0 em cada um
dos modelos. Da mesma forma, usamos:

θelos(p) e θśıtios(p)

para as probabilidades de percolação e observamos que

pelos
c := sup{p ≥ 0 : θelos(p) = 0}

e

p śıtios
c := sup{p ≥ 0 : θśıtios(p) = 0}

estão bem definidos.



Transição de fase em grafos

Teorema 3
Seja G = (V ,E ) um grafo conexo com infinitos vértices, com E
enumerável e de grau máximo m <∞. Então,

1

m − 1
≤ pelos

c ≤ p śıtios
c ≤ 1−

(
1− pelos

c

)m
.

Prova. Ver Teorema 1.33 (Percolation de Grimmett).



Modelo de percolação de discos

O modelo de percolação de discos em um grafo conexo com infinitos
vértices G = (V ,E ) define-se usando uma famı́lia de v.a. i.i.d.
(Rv )v∈V , com distribuição comum P(Rv = n) = (1− p)pn , n ≥ 0.

(alcance de v)

Rv

v



0

Suponha que R0 = 1.



0

v1

v2

v3

v4

Suponha que Rv1
= 2,Rv2

= 1,Rv3
= Rv4

= 0.



0

v1

v2

v3

v4

O processo continua “abrindo” vértices e exibindo os Rv ’s.



0

O processo continua “abrindo” vértices e exibindo os Rv ’s.



Transição de fase em grafos

Teorema 4
Seja G = (V ,E ) um grafo conexo com infinitos vértices e de grau
máximo m <∞. Então,

−1 +

(
1 +

1

m − 1

)1/2

≤ pdiscos
c ≤ p śıtios

c .

Prova. Ver Proposições 2 e 3 (Lebenstzayn e Rodriguez, 2008).
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E. Lebensztayn, P.M. Rodŕıguez, The disk-percolation model on
graphs, Statist. Probab. Lett. 78 (2008), no. 14, 2130-2136.
(percolação de discos)



Bom estudo!

Prof. Pablo M. Rodriguez

https://www.pablo-rodriguez.org

e-mail: pablo@de.ufpe.br

https://www.pablo-rodriguez.org

