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No que segue (Ω,F , P ) denota um espaço de probabilidade. Isto é, Ω é um conjunto não-vazio, F é a σ-álgebra de
subconjuntos de Ω e P é uma probabilidade em F .

Prove as seguinte propriedades:

1. Se An ∈ F para todo n ∈ N então
∞⋂
i=1

Ai ∈ F .

2. (Fórmula de inclusão-exclusão) Se Ai ∈ F para todo i ∈ {1, . . . , n} então

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤n

P (Ai ∩Aj) +
∑

1≤i<j<k≤n

P (Ai ∩Aj ∩Ak)− · · ·+ (−1)n+1P

(
n⋂

i=1

Ai

)
.

3. Para An ∈ F seja:

lim sup
n→∞

An :=

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak e lim inf
n→∞

An :=

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

Então:

(a) P
(

lim inf
n→∞

An

)
≤ P

(
lim sup
n→∞

An

)
.

(b) P
(

lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
P (An).

(c) P
(

lim sup
n→∞

An

)
≥ lim sup

n→∞
P (An).

Observação: quando lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An denota-se lim
n→∞

An.

4. Se An ↘ é uma sequência de eventos aleatórios então lim
n→∞

P (An) = P

( ∞⋂
n=1

An

)
.

5. Se P (An) = 0 para todo n ∈ N então P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= 0.

6. Se P (An) = 1 para todo n ∈ N então P

( ∞⋂
i=1

Ai

)
= 1.

7. Se A,B ∈ F então |P (A)− P (B)| ≤ P (A ∩Bc) + P (Ac ∩B).

8. Se A,B,C ∈ F então P (A|B) = P (A|B ∩ C)P (C|B) + P (A|B ∩ Cc)P (Cc|B).

9. Suponha que A e B são tais que P (A|B) = P (B|A), P (A ∪B) = 1 e P (A ∩B) > 0. Então P (A) > 1/2.

10. Se (An)n∈N é uma sequência de eventos mutuamente exclusivos e para B ∈ F vale que P (B|An) ≥ c para todo
n, em que c > 0 é uma constante, então

P

(
B

∣∣∣∣∣
∞⋃

n=1

An

)
≥ c.


